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Calculo do Fator Q de Combinag¢oes de Dipolos
Elétricos e Magnéticos Infinitesimais com
Diferentes Amplitudes, Fases e Orientagdes

Karlo Q. da Costa e Victor A. Dmitriev

Resumo—Este trabalho apresenta uma analise do fator Q de
radiacio de diferentes combinacdes de dipolos elétricos e
magnéticos infinitesimais localizados no mesmo ponto no espaco
livre. Sao considerados e comparados os casos de combinacoes de
um dipolo elétrico e um dipolo magnético com momentos de
dipolo com diferentes orientacées, fases e amplitudes entre si. E
mostrado que o minimo fator Q de radiacio s6 é alcancado
quando as amplitudes dos momentos de dipolo elétrico (p,) e
magnético ®m) satisfazem a relacao Ipml=Zylp.|
independentemente de suas orientacdes espaciais e fases relativas,
onde Z, é a impedancia caracteristica do espaco livre.

Palavras-Chave—Fator Q de radiaciio, dipolos elétricos e
magnéticos infinitesimais, combinacées de dipolos, minimo Q.

Abstract—This work presents an analysis of the radiation Q of
different combinations of infinitesimal electric and magnetic
dipoles localized at the same spatial point in free space. The
combination cases of one electric dipole and one magnetic dipole
with moments that possess different magnitudes, phases and
orientations are analytically investigated and compared. It is
shown that the minimum radiation Q is achieved when the
magnitudes of the dipoles moments electric (p,) and magnetic
(pn) satisfy the equation Ip,|=Zyp,| independently of their
relative spatial orientations and phases, where Z, is the
characteristic impedance of the free space.

Index Terms—Radiation Q, infinitesimal electric and magnetic
dipoles, combinations of dipoles, minimum Q.

I. INTRODUCAO

Com o avango das comunica¢des méveis, torna-se cada vez
maior o interesse por antenas que possuem pequenas
dimensdes e banda larga. Estes tipos de antenas possibilitam a
construgdo de terminais modveis, por exemplo, telefones
celulares, cada vez menores e com maior taxa de transmissao
de informacdo (dados, voz, videos). Da teoria bésica sobre
antenas, sabe-se que quanto menor as dimensdes do radiador
em termos de comprimento de onda A, menor serd sua largura
de banda e resisténcia de radiacdo, sendo que a redugdo deste
dltimo parametro implica em menor eficiéncia de radiagdo
[1]. E devido a este comportamento geral que o projeto de
antenas pequenas e de banda larga torna-se uma tarefa ndo
trivial.
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Os primeiros estudos realizados sobre os limites fundamentais
de antenas com relagdo as suas dimensdes e largura de banda
foram feitos por Wheeler [2] em 1947 e Chu [3] em 1948.
Wheeler [2] utilizou a defini¢do de fator de poténcia e obteve
uma expressio deste parametro para duas antenas
eletricamente pequenas representadas por um capacitor e um
indutor. Estas antenas s@o equivalentes aos dipolos elétricos e
magnéticos infinitesimais [1]. Chu [3] representou os campos
radiados por uma antena qualquer sem perdas, localizada
dentro de uma esfera ficticia de raio a, por uma série de ondas
esféricas, e calculou através de circuitos equivalentes o fator
de radiagdo desta antena em termos dos coeficientes da
expansdo em fungdes esféricas.

Estes dois autores obtiveram resultados similares sobre o
efeito da reducdo das dimensdes na largura de banda de uma
antena qualquer. Uma de suas principais conclusdes é que o
minimo fator de radiacdo que uma antena qualquer pode ter s
é possivel quando sdo radiados somente os modos
fundamentais esféricos TM;y, e TE;, com energias iguais.
Estes modos sdo radiados pelos dipolos elétrico (DEI) e
magnético (DMI) infinitesimais, respectivamente.

Collin e Rothschild [4] em 1964 confirmaram os resultados
de Chu utilizando teoria de campos para calcular as energias
envolvidas no calculo do fator de radiag¢do. Eles obtiveram
expressdes exatas para o célculo do fator de radiagdo de
antenas que radiam somente os modos TM,,, ou TE,,,. Fante
[5] em 1969 generalizou os conceitos de Collin e obteve uma
expressdo geral para o célculo do fator de radiacdo de uma
antena que radia qualquer modo esférico (TM;,+TE, ). Este
autor derivou também uma expressdo exata para o minimo
fator de radiacdo que uma antena qualquer pode ter
(TM,p+TE). Esta expressdo € aceita hoje em dia como limite
fundamental. Em [6], McLean faz uma verificacio destes
limites fundamentais utilizando dipolos infinitesimais, e
propde um método mais simples para obté-los. Os resultados
obtidos também confirmam os anteriores. Trabalhos recentes
sobre estes limites fundamentais, cdlculo de fator de radiagao,
e aplicagdes de dipolos elétricos e magnéticos para aumento
da largura de banda podem ser encontrados em [7]-[13].

Em [14] € apresentado uma andlise de combinacdes dipolos
elétricos e magnéticos infinitesimais com diferentes fases,
amplitudes e orientacdes dos momentos de dipolos. O autor
apresenta uma expressdo para o fator de radiagdo somente
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para o caso onde |p,|<Zlp.l.

No presente trabalho, é derivada uma expressdo exata geral
para o fator de radiac@o de combinacdes de dipolos elétricos e
magnéticos infinitesimais alinhados e ortogonais, com
diferentes fases e amplitudes dos momentos de dipolo. O
método de cdlculo do fator de radiacdo utilizado aqui é aquele
mesmo utilizado em [6]. Sdo calculadas as energias elétrica e
magnética reativas das combinacdes. Resultados da variagdo
do fator de radiacdo em funcdo das dimensdes da antena, das
fases e amplitudes dos momentos de dipolo sido apresentados.

II. DESENVOLVIMENTO TEORICO

Esta secdo apresenta o desenvolvimento tedrico utilizado
para o célculo do fator de radiagdo Q das duas combinagdes
de dipolos elétricos e magnéticos infinitesimais considerados
neste trabalho. A defini¢do do fator de radiacdo Q para
antenas é [4]

2
il se W,>W,
Q_ Pmd (l)
2
20W,, se W,>W,
P

rad

onde w € a freqiiéncia angular (rad/s), W, e W, sdo as energias
reativas elétrica e magnética armazenadas ao redor da antena,
respectivamente, e P,,; ¢ a poténcia média total radiada pela
antena. Esta definicdo € para o caso de antenas sem perdas.
Para o caso quando existem perdas P,,, € a poténcia radiada
mais a poténcia de dissipacdo. Nesta defini¢do utiliza-se um
elemento reativo externo de casamento nos terminais da
antena para tornd-la ressonante (W,=W,). Este elemento
armazena energia elétrica se W,<W,, ou magnética se W.<W,,.
Se o valor de Q for alto (0>10), pode-se aproximar a largura
de banda fracional B como o inverso de Q (Q=1/B). Se o
valor de Q for baixo, a impedancia de entrada da antena ird
variar lentamente com a freqiiéncia e esta antena possuird uma
caracteristica de banda larga [3].

O método utilizado aqui para o cdlculo de Q é o mesmo
apresentado em [6]. Para exemplificar este procedimento de
calculo, € derivada também nesta secdo a expressdo do fator
Q do dipolo elétrico infinitesimal.

A. Fator Q do DEI

Considera-se um dipolo elétrico infinitesimal no espaco
livre com momento de dipolo elétrico 5 = p a_ localizado na

origem do sistema de coordenadas e direcionado ao longo do
eixo z positivo. Este dipolo representa uma antena com
dimensdes tal que o raio da menor esfera ficticia que
circunscreve esta antena € a. Considera-se também o caso
idealizado onde esta antena néo possua perdas por conducio e
que ndo existe energia reativa armazenada no interior desta
esfera, ou seja, W,=W,,=0 para r<a (r é a coordenada radial do
sistema de coordenadas esféricas). Os  campos
eletromagnéticos radiados por este dipolo sdo [1]

ik 0 .
H¢ — J pe sen 1+L — jkr (2)
Amr Jkr
b =B, o o
" 27 Jjkr
Ee — .]Z()kpg sen & l+.L+ 1 5 e*./‘kr (4)
Anr jkr  (jkr)
H,=Hy4=E~0 )

onde k=w(uoe0)"* constante de propagagio do espago livre, g
a permeabilidade do espago livre, g a permissividade do
espaco livre, Z()=(,u0/80)”2 impedancia do espaco livre, ¢ e 8
coordenadas angulares do sistema de coordenadas esféricas.

A densidade de energia elétrica média total ao redor desta
antena € calculada por

1
total — Zgo(l Er |2 + | Eg |2) (6)

e

Substituindo (3) e (4) em (6) tem-se

1 1 1
_ 7
9|:(kr)2 (kr)* * (kr)® }—F M
+cos’ 6 ! + 1
(kr)*  (kr)°

onde a=k’p./4x. Esta densidade de energia corresponde aos
campos de radiacdo e reativo. Para calcular a densidade de
energia somente dos campos reativos (w,), subtrai-se a
densidade de energia correspondente aos campos de radiagdo
(W, de (7), ou seja, we= w,” — w,* [6]. Os campos de
radiacdo, ou seja, aqueles que geram a poténcia radiada da
antena, sao [1]

2 2
total __ €OZO lal { 2
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r r
Desta forma
el = é‘OZ(f la|* sen’® @ ©)
‘ 4 (kr)*

2 2

WPZM sen’ 8| 16_% + (10)
4 (kr)"  (kr)

+ 4 cos? 9{ ! - +14}}
(kr) (kr)

A energia elétrica reativa média W, ao redor da antena é
calculada pela seguinte integral de (10)
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Observe que o limite da integracdo em r € de a ao infinito,
visto que foi considerado que ndo existe energia armazenada
dentro da esfera que contém a geometria da antena (7<a).
Substituindo (10) em (11) e resolvendo a integral obtém-se

2
wg:ﬂok'm'{ L, 1} (12)

247 | (ka)®  ka

Fazendo o mesmo procedimento para obter (12) mas para
agora para o caso da energia magnética reativa média W,
tem-se como resultado

WMk D P L
24 ka

13)

Comparando (12) e (13) observa-se que sempre W,>W,, para
esta antena, isto quer dizer que esta antena armazena mais
energia elétrica do que magnética. Desta observag@o conclui-
se que a expressdo para o célculo de que € a da primeira linha
de (1), a qual é o caso onde W, >W,,.

A poténcia radiada desta antena pode ser calculada por

aw“ dr _dw;“ .

pred = =z = (14)
dr dt dr

onde c=1/(uoz,)""* é a velocidade da luz no espago livre. Entdo
a poténcia radiada é

Pmd — za)ﬂok l pe |2
24rx

5)

Substituindo (13) e (15) em (1) obtém-se o fator Q do dipolo
elétrico infinitesimal

1 1

=y T

(16)

B. Fator Q da combinag¢do DEI e DMI alinhados

Neste tipo de combinacdo os momentos de dipolos elétrico
e magnético sdo respectivamente 5, = pa. € p, = p,a.- Estes
dois dipolos estdo localizados na origem do sistema de
coordenadas . Considera-se também, como no caso anterior,
que esta combinagdo de dipolos representa uma antena
contida em uma circunferéncia de raio a, e que ndo possua
perdas e nem energia reativa armazenada na regido r<a. Os
campos radiados pelo dipolo elétrico sdo aqueles dados por
(2)-(5). Por dualidade, os campos radiados pelo dipolo
magnético sdo

E = Jkp,, sen @ (1 + .1}_/”
Jjkr

¢ 4r an
H =2n7 COSf LI (18)
27,7 Jjkr
iZ ki .
H, =220 XY okp,, sen 6 1+_L+ .1 e (19)
dnr jkr  (jkr)
E=Ey=H=0 20)

Utilizando o procedimento da segdo anterior, obtém-se a
seguinte equagdo para a energia elétrica reativa

k [ 1 [
W, =——dulp,l +—|+g1p, P —
e 247[{/'10 pe |:(ka)3 ka:| 0 pm |:ka:|} (21)

Definindo a seguinte relagdo entre os momentos de dipolos
Pu=(xe ™) Zp,, onde x=Ip,/ ((Z"p.S) é real positivo e y um
nimero real que representa a diferenca de fase entre os
momentos de dipolo, tem-se a seguinte equagdo para W,

luoklpe |2 |: 1
T oar (22)

g —+(1+x) 1}
24rx | (ka) ka

A poténcia radiada por esta antena e a energia magnética
armazenada ao redor sdo dados respectivamente por

Mkl p, P x 1
w, =50 Sin ay +(1+x) P (23)
2
S P LY P 24

247

Substituindo (22)-(24) em (1) tem-se o fator de radiacdo da
combinac¢do de um dipolo elétrico e um dipolo magnético
alinhados

1 1

1+ 0k ka
Q =
X 1

— + JR—
1+ x)(ka)*  ka

se x<l1
(25)
se x>1

C. Fator Q da combinagcdo DEI e DMI ortogonais

Neste caso os momentos de dipolos sdo ortogonais e
localizados na origem. Os momentos de dipolo sdo 5 =p 7 €
e ez

p,=p,a,- A Fig. 1 mostra a localizagdo dos momentos de

dipolo para este caso. As consideracdes feitas para os casos
anteriores também sdo feitas aqui, ou seja, estes dipolos
representam uma antena contida dentro de uma esfera ficticia
de raio a, ndo existem perdas e ndo existe energia armazenada
dentro da esfera. Os campos radiados pelo dipolo elétrico sdo
aqueles de (2)-(5). Para o dipolo magnético ao longo do eixo
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Dipolo Elétrico

Pe

\

Dipolo Magnético

Pm

x

Fig. 1. Combinagido de um dipolo elétrico em z e um dipolo magnético em x.

X, os campos radiados sdo dados por

E, = usnffy, 1 i (26)
4r Jkr
E, = Jkp,, cos@cos @ l+.i i 7
4r Jkr
H = D sen@czosqﬁ 1+L — 28)
2Z,7r Jkr
Ha:_Jkpmcosacos¢ l+.i+ .l i i 29)
4Z r jkr  (jkr)
PO 1] PP, (30)
AZ, 7o jkr  (jkr)
E=0 (31)

Utilizando o mesmo procedimento adotado para os dois
casos anteriores, e os campos (2)-(5) e (26)-(31), pode ser
mostrado que o fator de qualidade da combinacdo de dipolos
da Fig. 1 é o mesmo do caso do DEI e DMI alinhados da
secdo anterior, ou seja, o Q da combinagdo DEI e DMI
ortogonais € dado por (25). Uma forma diferente desta
equagdo pode ser dada por

1 1 lp I?

o P ] . ka ZZITmp E
1+ =L (kay’ 0 Fe

Zylp, 1" |

Z:p I 2

|0 [|); | +kL * ZlZITml -
14— Lol gy 0P

Zylp, 1" |

III. RESULTADOS NUMERICOS

Esta secdo apresenta alguns cdlculos numéricos feitos
utilizando (25) e comentarios sobre estes resultados.

A Fig. 2 mostra a variagdo do fator Q dado por (25) em
funcdo do parametro lepmlz/(Zozlpglz) para alguns valores de
ka. Ja a Fig. 3 mostra a variacdo de Q dado por (25) em
funcdo do parimetro ka para alguns valores de

x=lp, I Zyp ).

10

= |pm‘2-"'l(202 |pz|2)

10 T T T T T

=l (2" 2 d)

ka=07
QI 4
N/
ka=09
ka=1 ]
1DD L L L L L L L L L
] 02 04 0B 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
x

(b)

Fig. 2. Curvas de Q versus x:lp,,,lz/(ZOZngIZ) para vario valores de ka.
(a) ka=0,1; 0,2; 0,3; 0,4 ¢ 0,5. (b) ka=0,6; 0,7;0,8;09 ¢ 1.

Os graficos da Fig. 2 mostram que para cada valor fixo de
ka, a curva correspondente de Q possui um valor de minimo
em x=1, neste ponto tem-se Ip,,|=Zylp.l. Isto quer dizer que os
minimos valores de Q sdo alcangados quando os momentos de
dipolos elétricos e magnéticos possuem amplitudes iguais,
independente da diferenca de fase e da orienta¢do (dipolos
alinhados e ortogonais) entre si. Para x=1, a equag@o (25)
torna-se

1 1

0=y Tta

(33)
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Esta equacdo € o limite fundamental de Q para antenas, ou
seja, ndo existe nenhuma que possua uma curva de Q menor
ou igual a esta dada por (33). Da Fig. 2 observa-se também
que a medida que aumenta-se os valores de ka obtém-se
valores menores de Q.

Das curvas da Fig. 3 observa-se que quando se aumentando
os valores de x=0 até x=1 os valores de Q vdo diminuindo até
o limite fundamental que € o caso x=1. A partir de x=1,
valores maiores de x s6 aumentardo os valores do fator de
radiacdo Q.

1’ : : : : : : : : :
s e (P -
L =po A lpd) | :Z?'S
Y,
'
)]
w0’}
0
(a)
2
10 T : : : : ——
) o (& pd) |2
"
%
' b
0

(b)

Fig. 3. Curvas de Q versus ka para alguns valores de x=Ip,I’/(Zo*Ip I°).
(2) x=0; 0,5¢ 1. (b) x=1; 2 e 4.

IV. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou equagdes exatas para o cdlculo do
fator de radiacdo Q de combinagdes de dipolos elétricos e
magnéticos infinitesimais com diferentes amplitudes, fases e
orientacdes de seus momentos de dipolo. Os dipolos foram
colocados no mesmo ponto no espaco livre. As equagdes do

fator Q obtidas para os casos de dipolos alinhados e
ortogonais sdo iguais, isto quer dizer que diferentes
orientagdes de dipolos elétricos e magnéticos podem
apresentar os mesmos valores de Q. Observou-se também que
o fator de radiacio destas combinac¢des ndo sdo fungdes da
fase relativa entre os dipolos, isto significa que € possivel ter
combinagdes com diferentes configuragdes de campos
radiados, ou seja, diferentes diagramas de radiacdo para
mesmos valores de Q.

Da andlise apresentada, constatou-se também que o minimo
fundamental de Q € obtido quando os mddulos dos momentos
de dipolo satisfazem a equacdo Ip,l=Zyp.l, onde Z, é a
impedancia do espaco livre. Este minimo também € alcancado
independente das orienta¢des dos dipolos e da diferenca de
fase entre os momentos.

Algumas propostas para trabalhos futuros podem ser:
andlise de diagramas de radiacdo e ganhos das combinagdes
apresentada aqui, cdlculo do fator Q de combinagdes de
dipolos elétricos e magnéticos infinitesimais localizados em
diferentes pontos do espaco, cdlculo do fator Q de
combinagdes de dipolos elétricos e magnéticos lineares, e
investigar em quais condi¢des estas combinagdes apresentam
minimos valores de Q.
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